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AGRÉGATION EXTERNE 1990, ÉPREUVE DE MATH-GÉNÉ, CORRIGÉ l 
Un corrigé du sujet 1990, Agrégation Externe, 
Mathématiques Générales. 
LA. 
L.A.1.a. Il est clair que (x | f(y)) = (x | u)(y | u) = (f(x) | y) pour tous (x, y) € E donc f, 
est bien symétrique. 
De plus, on a (x | f,(x)) = (u | x)? > 0 donc f, est aussi positif. 
LALE Imf,c<u> et Imi,= {0} + u=0Ddoncrg ff. =1s 40e re = 0 
L.A.1.c. C’est un résultat classique que la projection orthogonale p, sur la droite vectorielle 
engendrée par w est caractérisée pA(x) — RER donc si [[u|| = 1, on à f, = p, : c’est la 
projection orthogonale sur < u >. 
L.A.1.d. Si u* est la forme linéaire x -— (u | x), (de matrice U* dans la base B), et si gu 
R E : 
est l’application linéaire g N | + il est clair que f, = gy o u*, or la matrice de g, est 
clairement U et donc la matrice de f, est bien U U*. 
I. A.2. D’après I.A.1.b, si u = 0 ou v = 0, il est clair que uu* = vu* = u =v=0.Siu oO, 
UU* = VU —< u >=< v >= Imuu* = Imvwv*, donc v = Au pour À € R*. Mais pour u, on a 
uu*(u) = fa(u) = [ulfu = vv*(u) = fo(u) = (u |'uju = (u | Au)Aau = Muu*(u) 
donc X? = 1 puisque u 4 0. On a montré que uu* = vv* —= u = +v. 
Réciproquement, il est clair que si u = +w, on a uu* = vv* donc 
WU = 0 + dv Ed 
L.A.3. Si f est symétrique, f est diagonalisable dans une base orthogonale (e1,...,e,). Cela 
signifie que dans cette base orthonormale, la matrice de f est diag(A1,...,À,), et donc pour 
Ë = Xe és: on à J LE) = >. Axes. Or, la base étant orthonormale, pour tout 1, x;e; est le 
i=1 
Do Ho de x sur <e; >, c'est-à-dire, d’après [.A.1.c., qu'on a ie; = eje* (x). 
On a donc f(x D e;e; (x), ceci pour tout x, donc 
— >» \ieiei 
i=1 
Les À; sont par construction les valeurs propres de f et les e; sont un système de vecteurs propres 
deux à deux orthogonaux. 
f est positive [resp. définie positive] si et seulement si tous les À; sont positifs ou nuls [resp. 
strictement positifs] comme on s’en aperçoit aisément en écrivant que (x | f(x => À de 
L.A.4. D’après ce qu’on vient de voir, si Vx € E, (x | f(x)) = 0, alors, en écrivant cette égalité 
en particulier pour chaque e;, on obtient que tous les À; sont nuls donc f = 0. La réciproque est 
évidente. 
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I.A.5. Puisque f est positive, tous les À; sont dans R*, donc si (x | f(x)) = 0, c’est que pour tout 


i, on a À;x? = (0, et donc pour tout à, on a À; = 0 ou x; = 0, par conséquent f(x D Aie; =, 


(Réciproque évidente). 


n 
L.A.6. Si f est positive, il est clair que f — ÿ u;u; pour u; = VÀ;e;, et la réciproque est évidente 
i=1 
(une application uu* est clairement symétrique positive, et une somme d’endomorphismes 
symétriques positifs est clairement symétrique positive). 


I.B. 


I.B.1.a. Vr, on a || f(x)? = (x | f*f(x)) < [xl] [ff (æ)I] grâce à l'inégalité de Cauchy-Schwarz. 
Or par définition de la norme de l’application linéaire f*, on a 


EMAOIES EI AIS 
Donc pour tous les x € Ker f, on en déduit en simplifiant par || f(x)|| £ 0 


IG) < TP I] 


(le résultat est trivial pour x € Ker f). 


L.B.1.b. La boule unité étant compacte dans un espace vectoriel de dimension finie, il existe x 
tel que |x|| = 1 et tel que | f(x)|| = || f][. Pour cet x, l'inégalité obtenue à la question précédente 
permet d'écrire | f|| < || f*||. 

On peut ensuite appliquer ceci à f*, et on obtient | f*|| < ||f**]. Mais comme f = f**, on en 
déduit que ||f|} = || f*||: 


L.B2.a. Pour tous x,y € E, on a (x | f“f(y)) = (f(x) | f(y)) = (f*f(x) | y) donc f*f est 
symétrique. 
De plus, pour tout x € E, (x | f“f(x)) = ||f(x)||? > 0, donc f*f est positive. 


L.B.2.b. id — f*f est symétrique car .Z(E) est un sous-espace vectoriel de Z(E). Cet 
endomorphisme est positif si et seulement si 


VreE, (x|(Gid- ff) 20 = [al 2) eo) = AK 


ce qui caractérise les éléments de Z(E). 


L.B.3.a. Dans un sens, c’est une conséquence immédiate de la compacité de la boule unité dans 


un espace vectoriel de dimension finie : il existe x tel que |xo] = 1 et [| f|| = | f(xo)||l, donc 
If = 1 = [f(xo)| = 1 = |rol — 10 € Eÿ; réciproquement, si 4709 € E; \ {0}, on a 
ol] = | (xo)ll < IT Iroll, done [F1 2 1 et [f] = 1 puisque f € Z(E). 

L.B.3.b. 


TEE, = (rl =|f@)f= GIF) > (xd - ff)(x)) =0 > x € Ker(id — f*f) 
puisque id — f*f est symétrique positive d’après [.B.2.b. et en appliquant I.A.5. 
La deuxième égalité s’en déduit puisque si | f|| < 1, on à aussi ||f*]] < 1 d’après I.B.1.b. 


L.B.3.c. Soit y = f(x) € f(Er), avec x € EF. On a donc f*f(x) = x et donc f(x) = ff* f(x), 
c'est-à-dire y = f f*(y) et y € Ef*. On a montré que f(E;) € Ef*. Grâce à la symétrie des rôles 
de f et f*, on montre exactement de la même manière que f*(£,*) € Eÿ. On peut donc écrire 


FI(Er) C FES) CE; 


sg 
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Mais pour tout x € Ey, on a d’après [.B.3.b. f* f(x) = x, donc f*f(E;) = Ef et on a 
Eÿ (Œ FE) ‘æ E donc E = J CEE) 
On en déduit ff*(E;*) = f(Ey) CE et puisque ff*(E;") = E;*, on a aussi f(E;) = E;". 
En utilisant que pour tout sous-espace vectoriel V, dim(f(V)) < dim(V), on a 
dim(ÆE};") = dim(f(£;)) < dim(E};) = dim(f*(E;*) < dim(£E/;*) d’où l'égalité des dimensions 
demandée. 
I.B.4. L'égalité des dimensions qu’on vient de démontrer prouve (d’après I.B.3.b.) que id — f f* 
et id — f*f ont le même rang, lorsque f ou f* (donc les deux, d’après [.B.1.b.) est dans Z(E). 
Cela suffit à établir que fe (EE) = f* e C(E). 
De plus, les valeurs propres de f coïncident avec celles de f*, donc p{f) = p(f*), donc 
fEG(E) = f* € GE). (On a d’ailleurs aussi f € BE) = f* € B(E).) 
LB:5: 11. 
Si f € (E), on à entre autres f € Z(E) et donc d’après I.B.2.b. et I.A.6. il existe 
a priori n vecteurs u; (on a vu qu'on pouvait les prendre 2 à 2 orthogonaux) tels que 
id — f*f = Ÿ_uur. On a vu que Imuç;uÏ) —< u; >, et ces vecteurs étant 2 à 2 orthogonaux, 
i=1 
Im(id — f*f) =< u1,...,u, >. L'hypothèse que f € &(E) donc que dim(Im(id — f*f)) < 1 
nous assure donc que les vecteurs u; qui sont 2 à 2 orthogonaux sont presque tous nuls sauf 
peut-être un seul d’entre eux. Si w est ce vecteur non nul (ou « = 0 si tous sont nuls), on à 
clairement id — f*f = uu*. 
Si; 
Si id — f*f = uu*, pour tout x e E,ona 
I — GT = (le — Fe) = (x l'uut(x)) = (x | (u | x)u) = (u| 2) 
1. 
SiVreE, |x|?—| f(x)? = (u|zx)? > 0, on peut affirmer que ||f(x)|| < ||x|]| pour tout x, donc 
If 1et f € BE). De plus, on à 
0={a2|"—|f(&)l-(ulzx) =(xl(Gid-ff-uu)(x)) VreE 

D’après I.A.4. on en déduit que id — f*f — uu*, donc d’après I.A.1.b. rg(id — f*f) < 1 et 
fe (EE). 
I.C. 
Il est classique que Yc = P (démonstration par récurrence, par exemple en développant le 
déterminant par rapport à la première ligne). 
Le polynôme minimal de C est aussi P, car si n est le degré de P, si (e1,...,e,) est la base 
canonique de R”, il est clair que C*(e:) = ex:1, pour 0 & k < n — 1, donc pour tout polynôme 

n—1l 
Qe= Ÿ_aT" de degré < n — 1, si on a Q(C) — 0, en l’appliquant à e1, on en déduit 
n—1 ie 
Ÿ ques — 0, donc tous les qg, sont nuls. Aucun polynôme non nul de degré < n n’annule 
k=0 
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C', ce qui prouve que uc = Xc = P. (uo désigne le polynôme minimal de C'. On a identifié C à 
l’endomorphisme de R” qu’il définit canoniquement.) 
IT. 

À 0 : 1-2 uv UE 

IT.1.Si À — ( Jonas A A = ( _ Ve et le fait que À € &(R”) implique 
que le déterminant de cette matrice est nul, ce qui s'écrit justement »? = (1 — X?)(1 — u?). 
Les valeurs propres de À sont À et v, et le fait que | A] < 1 implique que |A] < 1 et ul < 1 (il 
suffit de considérer des vecteurs propres). Donc il existe deux réels à et 3 tels que À = cos a et 
u = cos ff. L'égalité qu’on vient d'obtenir s’écrit donc v? = sin? a sin? B, et quitte à changer le 
signe de a ou de f, on est sûr de pouvoir écrire 7 = — sin @& sin /. 


St est telle que 
—sina sinf cosf 4 


x — [1 O\  fcosa —sina sin 6 COS @ 0 
BRAS È . ( 0 cos B ) (_ sina sinff cos 5) 
L 1) : E a+sin? a sin?@ —sina sinf cos à 


Réciproquement, une matrice À — ( 


OT — sin a sin GB cos 8 cos? G 
__ f1-cos a—sin?a sin?B sina sin cos/B 
Es sin à sin 8 cos B 1 — cos? 8 

. 2 2 . . . 
sin” @ COS sin & sin Ü cos sin & COS : . 

= : : : : Le # = : k (sin acosf sin 8) 

sin à sin 5 cos 5 sin‘ 5 sin 5 

sin @ COS 
= CU avec U = | ) 
sin 5 


On a donc prouvé que À € &(R?) (d’après I.B.5.ii) et on a trouvé un vecteur U qui convient. 


II.2. Si 1, — A*A = UU*, c’est que À € &(R”'), donc ||A| < 1 et nécessairement |a,,| < 1. On 
peut donc trouver 0, € R tel que ann = cos 0,. L'égalité 7, — A*A = UU* s'écrit 


fi = EB=CCT eGyC\. PM EN 
00 1—-a2,)  \b,W*  b? 
D'où les conditions Gun — COS», bn — sin@, (quitte à changer le signe de 0,), ainsi que 
— cos 0,C = sin0,W et 1,_1 — B*B-CC*=WW*. 


cos 0, et sin 4, n'étant pas simultanément nuls une des deux égalités suivantes à un sens : 


1 Î 


. — 
sin 0, COS Ün 


et dans les deux cas, on déduit l’autre égalité de — cos 0,C = sin0,W, donc on a trouvé V tel 
que C'= —-sin@4,V et W = cos0,V. 


La dernière égalité s'écrit donc 
1,1 —B*B-sin 08,VV*=cos 0, VV* = I, , — B*B = VV* 


Réciproquement, si 4, et V existent et vérifient les 5 égalités, en calculant 1, — A*A et UU* on 
cos 4,VV*  sin@, cos 


trouve facilement que ces deux matrices sont toutes 2 égales à | . ; 25 
sin 0, cos 0, V sin‘ 6, 
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IL.3. Soit À; = cos 0; pour 1 <i< n les n valeurs propres imposées. 
Le résultat de la question précédente décrit la manière d'augmenter d’une unité la dimension 
d’une matrice carrée répondant au problème posé. On peut procéder ainsi. 


On construit la matrice À = (a;;) en même temps que le vecteur U = (u;). 


(1 étape) : 
&1 := COS(01) ; u1 :— sin(6:) 


Faire pour k dd 1àän—1 
((k + 1)°% étape : on a déjà calculé a;; et u; pour 1 < 5 <i<k). 
ak+1,k+1 = COS D 5 Ux+i © SIN 0x4 ; 
Pour à de 1 à k faire 
Qk+1,i := — Sin gr * Ui Ui = COS Op X U;; 
fin de faire (pour à) ; 
fin de faire (pour k). 


En appliquant cet algorithme pour les premières valeurs de n, on se rend compte qu’une matrice 
A est nécessairement de la forme 

Qi — COS Ô; 3 ditli — — sin Ô; sin CHE 3 Git2i — — sin Ô; COS 11 sin 19 er 

&ji — — Sin; Cos 6,41 COS 6:42 ...cos 0;_1 sin 0; 

Et de la même manière on s’aperçoit que U est nécessairement de la forme 

Un = Sin 0, ; Un_1 = COS 0, Sin 0,_1; Un_2 — COS 0, cos 0, _; sin 0,,_2:; ... 

Uu; = COS 0, cos 0,_1...cos0,;,1 sin 6; 


Pour établir cette propriété, il suffit de raisonner par récurrence sur n, la propriété étant 

clairement vraie aux premiers ordres, et l’enchaînement est une conséquence immédiate de 

l’algorithme qu’on vient d'écrire. 

III. 

IIL.A. 

IIT.A.1.a. On a vu que E; est un noyau d’endomorphisme, donc un sous-espace vectoriel de £. 

Donc pour tout k€ N, (ft) (Es) est aussi un sous-espace vectoriel et F = a CS (RS est 
kEN 

un sous-espace vectoriel comme intersection de sous-espaces vectoriels. 

IIL.A.1.b. Six € Filest clair que f(x) est tel que Vk, ff(f(x)) = f(x) € Er donc f(x) € F, 

et on à établi que f(F) CF. 

F est donc stable pour f, mais la restriction de f à F est clairement injective (soit x € F, 

on à en particulier, æ € f°(Er) = Ey, donc x £ 0 — [x] = |f(x)| 0) donc 

dim(f(F)) = dim(F) < +co donc F = f(F). 

Puisque f(F) = F, f*(F) = f*f(F). Or FC E; = Ker(id — f*f) (1.B.3.b.) donc Vx € F,ona 

l'héleret PES F donc FFE Fe 

IIL.A.1.c. C’est un résultat classique que puisque F est stable par f*, l’orthogonal G = F+ de 

Fest stable par f 


Va,yerxG, (x|f(y))=(f"(x)|y) =0 (puisque f*(x) € F) donc f(y) EG = F 


III. A.2.a. Les normes de F et G sont les normes induites par ||-|f, donc pour tout y € G tel que 
Iyll= 1 on à [pi = FGF < 1 On à donc [w]| = sup I(y)] < 1 et à € Z(G). 


y 
Iyll=1 
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IIT.A.2.b. Pour tout x € F, on vient de voir que f* f(x) = x, donc p“o(x) = x, ce qui signifie 
p'y = idr, donc ve O(F). 

(autre méthode : V(x,y) € F2, (e(a) | (y) = (f(x) | F(u)) = (f* f(x) | = (a | y) puisque 
f* f(x) = x. On à prouvé que w conserve le produit scalaire, donc 6 € G(F).) 


III. A.2.c. Si x, f(x)... , fP- (x) sont tous dans E}, et si (x, f(x),..…, fP-1(x), fP(x)) forme une 
famille liée, c’est que le polynôme minimal de x pour l’endomorphisme f est de degré < p, et donc 
pour tout & EN, f*(x) appartient au sous-espace vectoriel E, =< x, f(æx),..., fP-l(x) >C Er, 
doncxe Fr. 

Si donc x € F, et si k est le plus petit entier naturel tel que f*(x) & E}, alors nécessairement la 
famille (x, f(x), ..., f*-l(x)) est incluse dans E}. Si (x, f(x)... , fF-l(x), f'(x)) était liée, on 
obtiendrait x € F. Donc cette famille est libre. On en déduit que 4 +1 < n, puisque n est la 
dimension de l’espace, c’est-à-dire le cardinal maximal d’une famille libre et que cette famille 
possède k + 1 éléments. 

Puisque les x, f(x),..., f"-1(x) sont tous dans E}, on à 


Ill = TAG = PGI = << NF 


En revanche, puisque f"(x) 4 E; (et puisque ||f|| < 1), on a 
IP) < IF) = el 
Et puisque n > k+1et || f|| < 1, on a 
PI IP I < Ilel 


III. A.2.d. Si G £ {0}, l’ensemble des x € G tels que |[x|| = 1 forme un compact non vide de G, 
et ce sont tous des éléments qui n’appartiennent pas à F. On a donc pour tous ces x, d’après 
ce qui précède, 


I Cx) = PGI < 1 


Par compacité, |[d"|| = sup |d"(x)|| est atteint, il existe xo € G tel que |x0|| = 1 et tel que 
xeG 
læl=1 

Ip] = [d"(xo)|| < 1. Puisqu’il existe n tel que |[d"|| < 1, d’après le rappel admis, on a 


pti) < 1. Il reste à étudier le cas où G = {0}, (ce qui correspond à F = E et donc forcément 
E}; = E). Mais dans ce cas, on a convenu que p(4) = 0, donc on a dans tous les cas p(#) < 1 


et Ÿ (a Bo(G). 


III. A3. i.—iü. (par contraposée) 

Si F Æ {0}, puisque v € O(F), pour tout x € F, [f"(x)]] = [£"(x)|]| = [x], et il existe des x 
non nuls dans Æ tels que la suite (f”(x)) ne tend pas vers 0. La suite de fonction (f”) ne tend 
donc pas vers l’endomorphisme nul, et d’après la caractérisation admise, p(f) > 1 et f & So(E). 
li. 

Si F = {0}, c’est que pour tous les x non nuls de Æ, on a x & F'et donc, d’après la question 
précédente, || f”(x)|| < |x||. 


En particulier, grâce à la compacité de la sphère unité comme en 2.d., pour x, tel que |xol| = 1 
et [F1 = |] f"(o)]l, on à [f”(xo)| < 1 et par conséquent || f”|| < 1. 
il. —i. 


D’après la caractérisation qu’on à admise, si || f"|| < 1, c’est que p(f) < 1 et donc f € Ao(E). 
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III.B. 

III.B.1.a. Montrons d’abord que u € (E;)+. 

On a vu en I.B:5. que pour cet u et pour tout x € E, on a (x | u)? = ||x||? — || f(x) 
x € Ef,ona |x|| = ||f(x)|| donc (u | x) = 0. 


2. Donc si 


Si on suppose que x € F, on à donc f'(x) € E; pour 1 < i < n, donc 

(@lu)= (f(x) lu) =... = (f(x) lu) = 0. 

Réciproquement, si on suppose que (x | u) = (f(x) | u) = +: = (f"-(x) | u) = 0, on a pour 
tout à tel que 0 <i<n—1,0= (f(x) | u}? = || f(x)|? —||f (x), donc 

el = FI = = AG = NF, donc |[f"(x)|| = xl et donc x € F° (contraposée 
de IITI.A.2.c.). 


ITI.B.1.b. Sachant que f € &(E), f sera élément de &(E) si et seulement si f € Zo(E), donc 
d’après III. A.3. si et seulement si F = {0}. 

Or d’après la question précédente, F est exactement égal à < u, f*(u),...,(f*)" lu) >+, 
puisque (f(x) |[u) = (x | (F)*(u)) = (x | (Fu). 

Donc F = {0} si et seulement si (u, f*(u),...,(f*)"-l(u)) est une partie génératrice de E, 
c’est-à-dire si et seulement si cette famille de n vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n 
est une base. 


III.B.2. Puisque (u, f*(u),...,(f*)"-l(u)) est une base de E, donc < u, f*{u),...,(f*)"?{u) > 
est un hyperplan de Æ (qu’on suppose de dimension > 2). Soit x un élément de l’orthogonal de 
cet hyperplan. Il vérifie : pour tout à tel que 0 <i<n—)2, 


0=(r| (F0) = (Fe) lu) = PGI NAT GIE 


Donc on a bien |x|| = || f(x)|| = +: = ||f"-!(x)|. Cela permet d'affirmer que | ff|| > 1 pour 
tout k de {0,1,...,n —1} et on a déjà vu que | f”|| < 1 (IIT.A.3.). 

Si n = 1, ce raisonnement s'applique encore sauf que la famille (u, f*(u),...,(f*)"?(u)) étant 
vide, l’hyperplan qu'elle engendre est {0}. x est donc un élément quelconque non nul de E, et 
comme il n’y a aucun à entre 0 et n — 2, on n’a aucune orthogonalité vérifiée, mais on a bien 
x] = |[x||. Le seul k entre 0 et n — 1 étant 0, on a seulement à vérifier || f°|| = |id|| = 1, ce qui 
est trivial. 


III.B.3. Soit |[x|| non nul tel que |r| = ||f"- (x) (la possibilité de choisir un tel x est 
assurée par la dimension finie, qui rend compacte la boule unité). Nécessairement, on a 
el = |f(x)| = --: = [f" (x), donc pour tout k& de {0,1,...,n — 2}, on a f'(x) € Ey. 
De plus on est sûr que ||f"(x)|| < {xl = || f" "(x)|, donc n — 1 est le plus petit entier naturel 
k tel que f* € Ey. On peut donc appliquer le résultat du IIT.A.2.c. et on peut affirmer que 
(x, f(x), ..., f"1(x)) est une famille libre de E donc une base puisqu'elle a n éléments. 

Il reste à prouver que f est un élément de €. On sait déjà que f € Z (puisque || f|| = 1); on 
sait aussi que f € Æ puisque | f”|| < 1, et donc p(f) < 1 grâce à la propriété admise dans les 
rappels. Il reste à prouver que f € ©, c’est-à-dire que rg(id — f*f) < 1. Or on a vu (I1.B.3.b) 
que E; = Ker(id — f*f); et comme [|x|| = | f(x)|| = --- = ||f" \(x)||, on à, par définition de 
Es: {x, f(x), f(x), ...,f"*(x)} CE; comme la famille (x, f(x), f?(x),..…., f"?(æ)) est libre 
(sous-famille de la base (x, f(x),...,f"-l(x))), et qu’elle possède n — 1 éléments, on est sûr 
que le sous-espace vectoriel E; = Ker(id — f*f) est de dimension au moins n — 1, et donc, par 
le théorème du rang, rg(id — f*f) < 1 et on a bien prouvé que f € €, donc f € &, puisque 


p(f) < 1 
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III.C. 
III.C.1. Soit x un vecteur non nul dont on a montré l’existence à la question IIT.B.2. c’est-à-dire 
tel que 


Ill = A = + = IF II 


f 
Puisque ||f"|| <1, on a |x|| > [| f"(x)||. Soit Ô = [x]? — || f"(x)[P > 0. Si on pose 1 = Nr il 


est clair que ce vecteur répond à la question. 71,...,1, est une base d’après IIIL.B.3. 

La matrice de f dans cette base est clairement une matrice compagnon C', dont le polynôme 
caractéristique est celui de f (il ne dépend pas de la base). Si le polynôme caractéristique de f 
est 


Xf = Tan — 2 — Ti — & 
alors il est clair que la matrice de f dans la base (11,...,17,) est exactement la matrice C 
compagnon de *f. 
III.C.2.a. Soit X la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs (x1,...,%h) 


dans une base orthonormale quelconque. Il est clair que 
G(x1, see « ue) SNA 


Donc si N est la matrice formée par les coordonnées des v; dans une base orthonormale e de E, 
on à Q = N*N. 
N est donc la matrice de passage de la base e à la base v = (1,...,1,). Soit M la matrice de f 
dans la base e. Puisque C'est la matrice de f dans la base v, on a C = N_!MN et NC = MN. 
D'où C*QC = C*N*NC = (NCY(NC) = (MNY' (MN). 
Or MN est la matrice dont les colonnes sont les coordonnées de f(v;) dans la base e, donc 
CAC = (MNYMN) = CF) fn). 
IIL.C.2.b. Calculons le terme général de la matrice A = (a;;) = Q —C*QC en utilisant l'identité 
1 
(a | b) = ja + db]? — |lall? — |1b]f?) et légalité üii. du L.B.5. qui fait intervenir un vecteur u tel 
que id — f*f = uu*, à savoir [[x||? — || f(x)? = (u | x)? pour tout x. 
ai = (lv) — (Fi) | F5) 
1 2 2 2 2 3 
> (C4 + Gi +2) — (rl FN — (BE 1H )) 
1 
Su Lui) (uv) — (u | 25?) 


D’après ce qu’on à vu et par construction, tous les 7; pour 1 < à < n — 1 sont dans FE}, qui 
est l’hyperplan vectoriel orthogonal de u, donc si à et j sont tous deux < n — 1, il est clair que 
&ij = 0. D'autre part, comme 


GA) = al AGE PGO NP GO = A PGO = 1 


et donc [(u | v,)| = 1, on a pouri<n—let j =n, 


Re Os 


sg 
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Pour finir, en revenant à sa définition, de la même façon, on à aan = |[2||? — || f(va)|l? = 1 
(Il est inutile de calculer les termes a,; puisque À est clairement symétrique). 
Finalement la matrice À à tous ses termes nuls à l’exception de a, = 1, elle est donc égale à 
Bb: 
IV. 
IV.1. Puisque le polynôme caractéristique de C’est P, et que toutes ses racines sont de module 
strictement inférieur à 1, on a p(C') < 1 donc il existe m € N tel que |[C”] = [[(C*)"]] < 1 (on 
a utilisé les résultats obtenus en I.C. et en [.B.1.b. ; on utilise aussi l’identification des matrices 
avec les endomorphismes de R”, et on utilise la norme euclidienne canonique). 
Or si À = C*AC, on a aussi A = C*(C*AC)C et par récurrence immédiate, pour tout m 
entier positif À = (C*)"AC" et en particulier pour m tel que |C”| = [(C*)"]] < 1. Passant 
aux normes, on obtient |A] < |[(C*)”| |A] [C7], donc (1 — |(C*)"| C1) AI < 0. Mais 
(1 —1(C*)"111C"1) > 0 et [A] > 0 donc cette inégalité n’est possible que si | A]] = 0 et donc 
IV.2.a. On vient d'établir que l’endomorphisme @ de M,(R) : A -— À — C*AC est injectif 
et comme on est en dimension finie, il est bijectif, donc toute matrice B possède un unique 
antécédent À par @, ce qui signifie qu’il existe une unique matrice À telle que À — C*AC' = B. 
IV.2.b. On doit déjà établir la convergence de la série de matrices Ÿ_(c*}PBCP?. En fait cette 
série est normalement convergente, car si m est un entier tel que [[C””’| = ](C*)"1] = 9 < 1, si 
M = duax C"], pour tout p = mg +7 (division euclidienne de p par m:0<r<m),ona 
<i<m 
M M 
CP] = 1(CT)IC"| < EM < (V8yratr — 5 se FL avec 0 < 7 = Ÿ6 < 1 (en particulier, 
n > n”, puisque r < m, et donc + < = == 5). Donc le terme général de la série qu’on étudie 
est majoré en norme ainsi : 
M\? 
crsc < (%) BIG 
et la série géométrique dont le terme général est le membre de gauche de cette inégalité est 
convergente puisque sa raison 7? est strictement inférieure à 1. 
Ensuite, il suffit de vérifier que cette matrice À est bien solution de l’équation qu’on étudie : 
+00 +00 
A—C*AC = ÿ (C*}BCP-C* ice c') d 
p=0 p=0 
+00 +00 
= B+S (C'YBCP-N (CBC 
p=1 p=0 
+00 +00 
= B+S (C)BC-S (C“}PBC=B 
p=1 p=1 
IV.3.a. La restriction de l’endomorphisme ® de M,(R) introduit en IV.2.a. au sous-espace 
S(R”) est évidemment stable dans ce sous-espace, et @ étant bijectif, l'unique antécédent G 
par @ d’un élément H de .7(R") est dans .7(R”). Il reste à vérifier que G est positif sous 
l'hypothèse que H est positif. 
+00 
Or on à vu que G = S_(C*PH C?, donc pour tout X € R',on a 
p=0 
U.F.R. Sciences et Techniques de Besançon UTR 
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+00 
X*GX = S_(CPX)H (CPX) qui est la somme d’une série à termes tous positifs puisque H est 


p=0 
positif, donc X*GX > 0. 
On peut remarquer, ce qui nous servira à la question suivante, que la somme de cette série à 
termes positifs ne peut être nulle que si tous les termes sont nuls. 


IV.3.b. Si X € Ker G, on a justement la somme de la série qui est nulle, donc pour tout p € N, 
(CPX)*H (CPX) = 0, ce qui implique (voir I.A.5.) que pour tout p € N, on a CPX € KerH. 
On a établi i ii. 

La réciproque ii.—i. est évidente en considérant cette même série. 

ii. iii. est évident. 

ii. ii. Puisque H est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n, son polynôme 
minimal est de degré < n, et pour tout X, le sous-espace vectoriel engendré par les HFX,kEeN 
est engendré par (X,HX,...,H"-1X), donc si tous ces vecteurs sont nuls, il en est de même 
de tous les H°X pour tout k € N. 


IV.4. D’après la question précédente, on est déjà sûr que G est symétrique et positive. 
D'autre part, l’équivalence entre i. et ïi. est évidente puisque les deux conditions signifient que 
DO NU MAO NE USE AU, 

Remarquons enfin que, pour deux vecteurs Y et Z de R',ona (Y [Z)=(Z |Y) = Z*Y. 

De ce fait, la matrice UU* étant positive, en utilisant T.A.5., on a les équivalences 


ÉD = OX le. se OR eme XV OX Se VOA = 
= UU*X =UU'CX = =UU"CT IX =0 4 X € KerG 


il en ressort clairement que i. —— Ker G = 0, ce qui correspond à G définie positive (puisqu'on 
sait que GE .FT(R")). 


IV.5.a. On sait déjà que Q € .7T(R"). Soit X € KerQ, on a donc d’après IV.3.b., pour 
tout & € N, CÊX € KerE,E*, et d'après I.A.5., Vk, E*CFX = (CËX | E,) = 0. Si 
A = is. 2) puisque (X LE) = 0, c'est que r, = 0 Puis ona(CX = (Obs me) 
donc de (C'X | E,) = 0 on déduit x,_1 — 0. De proche en proche, ou par une récurrence 
immédiate, on en déduit que tous les x; sont nuls donc X = 0 et donc Ker Q = {0}. Q est donc 
bien définie positive 


IV.5.b. D’après la question IV.4. on peut donc affirmer que (E,,C*E,,...,(C*)""1E,) est une 


base de R”, et donc il existe un unique n-uple de réels (10, ,...,n-1) tel que 
n—1 n—1 
= >» X(CYYŸE,. Si Q est le polynôme de degré < 1 défini par Q = ÿ AT, on peut donc 


k=0 k=0 
écrire que U = Q(C*)E, = (Q(C))"E,. 
Pour obtenir l'expression de G, on peut reporter cette expression de ÜU dans la série définissant 
G, et on peut aussi vérifier que l’expression proposée correspond à une solution donc est la 
solution de l'équation G — C*GC = UU*. Dans les deux cas, on utilisera que Q(C') commute 
avec C ou CF et que (Q(C'))* commute avec C* ou (C*}f. 


IV.5.c. On utilise le résultat de I.A.6 (dans les deux sens). 
Supposons que À = G — C*GC' est symétrique positive : il existe n vecteurs (U,...,U,) tels 


que A = Ÿ_ U;U;. 


i=1 
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Mais à chacun de ces vecteurs UÜ; correspond un unique polynôme Q; de degré < n — 1 tel que 
nm 


l'unique solution de X — C*XC = U;U* est G; = (Q;(C))*QQ;(C). Il est clair que SG; est 


i=1 


nm 
solution de X — C*XC' = H, et par unicité de cette solution, G — ÿ Gi. 
i=1 
nm 


Réciproquement, si G — Ÿ_(Q:(C))QQ:(C), on pose G; — (Q;(C))“NQ;(C) et U; — 
i=1 
(Q;(C))*Eh, et on peut remonter les calculs : on obtient facilement que G; est la solution de 


X — C*XC = U;U*, et par linéarité de 6, G est tel que G — C*GC' = D» U;U*, donc G—C*GC 
est symétrique positive. Cu 

V: 

VA. 

V.A.1. D’après ce qu’on à vu dans la partie IT. on sait construire une matrice M triangulaire 
inférieure dont les valeurs propres sont imposées dans [—1, 1], et qui est dans &(R”). Si on impose 
en plus que toutes ses valeurs propres soient les racines de P avec leur ordre de multiplicité, 
elles seront dans | —1,1{, et le rayon spectral de M est alors plus petit que 1 : on construit ainsi 
une matrice M € &(R") dont le polynôme caractéristique est P. 

Pour un espace euclidien quelconque, il suffit de fixer une base orthonormée, et d’utiliser l’iso- 
morphisme d’espace euclidien entre E et IR” que définit le choix de cette base : il suffit donc 
de prendre l’endomorphisme f dont la matrice dans cette base est la matrice M qu’on vient de 
construire. Son polynôme caractéristique est égal à celui de M et on a bien y = P. 


V.A.2.a. On a vu que Q est symétrique définie positive. On sait qu'il existe une matrice À 
inversible telle que Q — R*R, et si v = (1:,...,1,) est la base définie à partir d’une base 
orthonormale e = (e1,...,e,) par sa matrice de passage À, (R est la matrice de passage de e à 
v), cette dernière égalité exprime précisément que Q = G{(1,...,v). 


V.A.2.b. Le calcul de IIT.C.2.a. est toujours valable, et montre que si f est l’endomorphisme 
de E dont la matrice dans la base v = (11,...,1,) est C', on a C*QC'= G(f(m),...,f(,)). De 
l'égalité Q — C*QC = E,E?, on peut déduire que pour tous 4, j on à (v; | v;)—(f{ | f(v;)) = 0 
sauf pour à = j = n : dans ce cas, on a ||v,||? — ||f(14)||? = 1. 

Soit æ = À +++: + Any. 

Matriciellement, si X représente les coordonnées de x dans la base orthonormale e de E dont 
on est parti, on peut écrire X = RA, avec A* = (À1,..., A). 

On a {x|? = |X|}? = X*X = A*R*RA = A*QA. De même, puisque la matrice de f dans la 
base est C', les coordonnées de f(x) dans la base y sont C'A et dans la base e f(x) a pour 
coordonnées RC'A, donc || f(x)||? = A*C*QCA. 

On en déduit que pour tout x € EF, de coordonnées À dans la base y, 


If — FGF = A(Q - CAC)A = A'EESA = X, 


On peut en déduire que || f(x)|| < |x|| pour tout x, donc | f|| < 1 et f € ZE). 

D'autre part, p(f) < 1 par construction. 

Il reste à vérifier que rg(id — f*f) < 1, ce qui est clair puisque la restriction de f à l’hyperplan 
< V,...,Un_1 > est clairement une isométrie d’après le calcul qu’on vient de faire, donc cet 
hyperplan est inclus dans £; = Ker(id — f*f). 
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On a bien construit un endomorphisme de Æ de polynôme caractéristique P, et qui est dans 
Go(E). 

V.A.3.i.—ii.—iüii. sont des implications évidentes (des endomorphismes semblables ont même 
polynôme caractéristique). La seule chose à vérifier est l'implication ii. —1. 

Or si f et g ont même polynôme caractéristique P, et ce polynôme correspond à la même matrice 
compagnon C. L'étude du ITI.C. permet de construire pour f une base 7 et une matrice Q, pour 
g une base r’ et une matrice (/, qui vérifient toutes deux Q — C*QC = Q' — C*Q/C = E,E*ÿ, 
donc ( = (/. Les bases v et n/ ont donc même matrice de Gram et on sait que cette propriété 
caractérise les bases isométriques. Il existe donc une isométrie r € @(E) telle que r(v) = v' et 
on s'aperçoit en comparant leurs matrices dans la base 7 que g =rfr”!. 


V.B. : 
V.B.1.a. Puisque P(g) = 0, on a g" = ap+a1g+-: -+an_1g""1 donc si g(x) = x’ = S_x/g(u) 
i=1 


si on pose X'* = (x°,...,x/,), alors X’ = CX.Si U est la matrice formée par les coordonnées des 
vecteurs (u, g(u),...,g"-l(u)) dans une base e orthonormale de E, (lorsque U est inversible, U 
est la matrice de passage entre e et (u,g(u),...,g" l(u)) qui est alors une base, mais rien 
ne permet d'affirmer que U est inversible, ni que (u,g(u),...,g"l(u)) est une basel!), les 
coordonnées de x dans e sont UX, celles de x = g(x) sont UX' = UCX ; par une récurrence 
immédiate, et de la même façon, les coordonnées de g'(x) sont done UC*X. D'autre part, on a 
G = U*U, par définition. : : 

Pour tout polynôme Q de R[T\, on à Q(g) = Q(g), Q étant le reste de la division euclidienne de 


n1 
Q par P, et c’est donc un polynôme de degré < n — 1. On peut écrire Q(g) = Q(g) = Ÿ_ ag. 
Remarquons que L même façon, on a pour les mêmes coefficients az, et pour la reason 
Q(C) = Q(C) = D 'auCt. 

On est Ben Ca dE pour calculer ||Q(g)(x)|P? 


2 2 


ROGUE = East] =] avcix| = IWa(cxI = Iwetcyx I? 


(UQ(C)X) (UQ(C)X) = (Q(C)XYU'U(Q(C)X) = (Q(C)X) G(Q(C)X) 
V.B.1.b. En appliquant la formule précédente pour Q = T, on obtient |g(x)|? = X*C*GCX, 
et encore plus simplement, pour Q = 1, on obtient [x]? = X*GX. On étudie le signe de 
X*(G—C*GC)X.ona 

X*(G — C*GC)X = X*GX — X*C*GCX = [x]? — ||g(x) | 
Or par hypothèse, on a |[g|| < 1 donc cette dernière quantité est toujours positive, et G—C*GC 
est bien positive (il est évident qu’elle est symétrique). 


V.B.I.c. 
Ui 1 
U2 0 
D'après V.B.1.a, puisque u = Lu +0 g(u) + :-:+0g"l{u), pour U = |. | = | | =E;,on 
re 0 
a : 
UTR U.F.R. Sciences et Techniques de Besançon 


AGRÉGATION EXTERNE 1990, ÉPREUVE DE MATH-GÉNÉ, CORRIGÉ 13 


pour tout Q € R[TT, on a ||Q(g)(u)|* = (Q(C)U) G(Q(C)U), 
c'est-à-dire (*)  ||Q(g)(u)|? = (Q(C)E1)G (Q(C)E:). 
On à vu en V.B.1.b que G — C*GC € ST(R"), donc d’après IV.5.c, il existe n polynômes 


Q1,..., Qn € RIT] tels que G = >_@i(Cy) DONC): 


Donc on a 


n 


IQ(g)(u)|? = (Q(C)E) Seccr Q auci) (Q(C)E:) 


i=1 
n 


= >, (Q(C)E) (Q:(C)) A Q:(C)(Q(C)E:) 
En (Q:(C) Q(C) HE)" Q Q:(C)Q(C) E;) 


(+) QG)? = D ((Q:.Q)(C) FE) Q (Q:.Q)(C) E) 


i=1 


Or la matrice ( est (par définition, voir IV.5) l’unique matrice vérifiant 0 — C*Q C'= EE. 
D’après la partie IIL.C, Q est donc la matrice de Gram d’une base v — (11,...,1») — 


IP Ga)Il = lai 


PATRON LES 


(a, fa), ..., fu), où 24 est un vecteur de E qui vérifie 


dans laquelle la matrice de f est justement C:.) 

On peut à nouveau appliquer V.B.1.a à ce vecteur , et à l’endomorphisme f, comme on l’a 
fait au début de cette question : la formule (*) qu’on a obtenue avec u et g quelconques (on a 
bien, bien sûr P(f) = 0, puisque P est le polynôme minimal et le polynôme caractéristique de 
F) : 

IQ (a)(u)|? = (Q(C)E)"G (Q(C)E:) s'écrit ici (puisqu'on à Q = G(, f(),.…, f" (4) 


VQ ERIT,, |Q(P)(2)| = (Q(C)E) A (Q(C)E:). 
Appliquons ceci en particulier pour chaque polynôme Q;.Q = Q.Q,; (i=1,...,n) : 


(#) Viellr], ((Q:0)(C)E) Q (Q:.Q)(0) EE) = 11Q-Q(NGHIF = IQ (QU) ))IE 


Il suffit alors de poser u; = Q;(f)(71) (ces vecteurs sont indépendants de Q) pour obtenir, à 
partir des relations (**) et (F**) : 


VQ E RIT}, ||Q(g)(x)|* = Z let ui)”. 


V.B2. Soit Q € RIT]; on choisit u € E tel que [[u|| = 1 et ||Q(g)|| = ]Q(g)(u)|| (c'est toujours 
possible par compacité de la boule unité de Æ, qui est de dimension finie). 
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D'après la question précédente V.B.1.c, il existe u1,...,u, € E tels que 


() VSER[T, |S(9)(u)|? = > Is ui). 


En particulier, en appliquant ceci au polynôme Q, on a 


IQ = IQ (9) (I = Z leur | < > leur PP ll = QC (IP D Ill 


Une dernière astuce consiste à appliquer (*) avec le polynôme constant S$ — 1 (et donc 


S(g) = S(F) = ide) : 


On a donc ||u||? = D u;|l?, et en reportant dans ce qu’on vient d'obtenir 


IQ < IQCPI ul = QC puisque ul] = 1. 


On a bien prouvé 


NQ(g)I < QI. 


sg 
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